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1.8.1 Tipos de materiales reolégicos

1.8.1.1 Cuadro general .

Aqui se presenta la configuracién mecanicista de los materiales reoldgicos que
se combinaran en el siguiente sub capitulo para estudiar la convergencia de los
tineles en medios viscoelasticos. También se presentan los polinomios de sus-
formulaciones diferenciales en el dominio de la variable s de la fransformada de

Laplace. Y la forma de sus respuestas en el dominio del tiempo.

1.8.1 1.1 De un elemento

Cuerpo elastico (E):

0,s)=2G Pi(s)=1 g e
cG (”_
s o
%J\/V\/i 26
€
E__ "y QG-—V\-U\-G-Q - o _t
g4 = c:r (’c)
Cuerno viscoso (EL:' | R
- '\"Q
.Ql(s)mns I_’l(s)wl € g=c
| (/) t (
n ///
s )
2 - 7
€ e
_ t
R Q—to...do\_.cé_lr\-\.. .
g (+) = Yl é/({—)
Fluencte t
| A & o(2)dT
e )= N o T4 .

/

e )= g




Parametros viscoelasticos

Modulo de rigidez transversal: 26 =210 =2G +ns
Pi(s)
Médulo de compresibilidad: 3K = %%% =3K
2(s

. . - 3K -2G 3K -2G-ns
Coeficiente de Poisson: vis)m em—= =

' ' W)=z 5e " ik 20

1_;(5)_ 6K +ms +2G 3K +2G+ns 3K +4G +2ns

| 6K +ns+2G 6K +ns +2G

1—v{s} 3K+4G+2ns 1
2G 6K +ns+2G 2G+1s

e

Asiento viscoelastico:

4
Al reemplazar esta expresion en la transformada de la ecuacién constitutiva (1-

69), y teniendo presente que ¢ es constante, se obtiene que:

-7
——)
2G

“
2a

u _[13&’+4G+2ns 1 J (A B C -
— = - — o =} —+ + =

2a \s (6K +2G+ns)(2G+ns) s 6K+2G+ms  2G+ns ) A0
Valoracién del asiento en el tiempo:

. ‘ _2(3k+G) 26
u(t)=20{ 3K +4G = 7 t-——l—e 7 r]o‘

+
4GBK+G) 4BK1G)° 4G
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1.2 Relaciones tension-deformacion en forma de

ecuaciones integrales

Con la finalidad de generalizar la ecnacién constitutiva (1-2), a medios
continuos en tres dimensiones, Sternberg vy Gurtin (1962), sustituyeron la relacién

solicitacién ~ efecto, por la siguiente relacién tensorial tension-deformacion:

{

o, (x,r): l G (x t -—-r‘)—agi‘i .x,r)dr (1-3)

s

Definiendo asi la integral de comvolucién que relaciona la tensién v la

deformacidn en un cuerpo viscoeldstico. En esta integral o, (x 1} es el tensor de
tension y e, {(x,¢) es el tensor de deformaci6n, de cada punto x del espacio de
coordenadas cartesianas (x,,%,,x,} del s6lido, y en el intervalo —ow <t <o El
tensor de deformacion es de orden infinitesimal y, esta definido por la expresién:

1 1(0u, du
€y = 2(”&."*“1;:) [ 8; +"‘5'}§‘J ' (1-4)

Gy 5 €8 un tensor de cuarto orden, denominado funcidn tensorial de relajacién

del material. Por lo tanto la integral (1-3), es la notacién tensorial de la ley de

tension — deformacién de tipo relajacion.

La inversa de esta relacidn es la ley

tension — deformacion de tipo fluencia, y existe si G, es doblemente

diferenciable, y si su valor en t = 0, es diferente de cero, Sternberg y Gurtin (1962):

!

ey (x,0)= ] yk{(x t— T) (x v)dz (1-5)

—e

En ella J,;,, es un tensor de cuarto orden , denominado funcion tensorial de

ﬂuepcia del material.
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Fig. 1.2: Nustracién de una historia de carga con saltos.

Cuando el movimiento empieza en 7 = 0, a partir de unas condiciones iniciales,

de tension y deformacion, la integral ( 1-3), tiene la siguiente forma:

! . .
. ' o)
, crﬁ(x,t)me,d(x,o )Gw(xir)-i—jG,.j.k,(_x,t-—-r)—é—;ekl(x,r)dr (1-6)
0 _

El primer término del segundo miembro de esta ecuacidn es el efecto en el

instante 7, de la deformacion inicial-e;, (.x',ﬁi *}?sobre la tensién. Debido a que para
t<0; o, = e,.j.' =0, es importante resaltar que e, (x,O*) es el valor de la

deformaci6n inicial cuando 7 — Odesde el Jado positivo del tiempo, Fig. 1.2:. Dél

mismo modo se define la relacién tensién deformacion del tipo fluencia

s
Cada material viscoeléstico esta definido por sus funciones tensoriales de

relajacidén y fluencia. Estas funciones deben determinarse experimentalmente,
dependen de la naturaleza del material y también deben cumplir con los principios

de la termodinidmica.




En notacidn corta, las integrales de convolucién (1-3) y (1-5), se escriben del
siguiente modo:

Oy =Gy *dey (1-7)

La integral de convolucién tiene las siguientes propiedades:

¢ *+dy =y *d¢ (conmutatividad)

¢ +dly +d0)=(p*dy)*d0 = ¢ * dy = db (asociatividad)

¢xd(y +0)=¢xdy +¢+do (distributividad)

¢ *dy =0 implicaque § =0 oque w =0 (teorema de Titchmarsh)

En estas expresiones: ¢ es una funcién definida en el intervalo 0<t <o, y y

6 son funciones definidas en el intervalo ~-co < ¢ <00 .

La propiedad de la conmutatividad antes mencionada, permite escribir las

expresiones (1-7) y (1-8) del siguiente modo:

ey =J1_,rk1 *dO’H =O-kld]ykl (1-10)




Para materiales 1sStropos, Gy ¥ J ., SOn invariantes con respecto a la rotacién
de ejes cartesianos: Gy, =Gy = Gy, también Jy, =J,, =J,, , y se puede

escribir:

G,-G .. G ‘
G =—2—3-—1—5,:,.5,‘, +-2*—(5,.,(5 PETEA (1-11)

Siendo G, y G,, funciones escalares iguales a cero para -~w<t<0, y

denominadas funciones de relajacién en corte y en compresion isétropa

respectivamente.

Finalmente para estos materiales isétropos, las relaciones tension deformacion
- tipo relajacion: de corte y de compresion isétropa, quedan separadas al reemplazar

(1-11) en (1-7). Hecho esto, las relaciones de tipo relajacién son:
En corte: o'y =eyxdG, =G *de', (1-12)
En compresién isétropa:
Gy = ey *dG, = G, *de,, (1-13)

1

- 1
Siendo: o'y =0, _—%‘(Siionkk y ;=g _Tgaijek&- (1-14)

De modo similar, las relaciones tipo fluencia son:

3 . — t —_— -
En corte: ey =o' *%dJ, =J *do', o (1-15)
En compresion isétropa:

ey =0y *dJ,=J,%doy, - (1-16)
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1.3 Relaciones tension-deformacién en forma de

ecuaciones diferenciales

Maurice A. Biot (1954), mostr6 que cuando la funciones de relajacién consisten
en un espectro discreto finito, las relaciones tensién deformacién, de un material
viscoeldstico isétropo, se podian escribir en la forma de las ecuaciones diferenciales

indicada a continuacién:

I k n ak .
En corte: a0, = Zbk ~e; (1-17)
i Ot i Ot
y k () ak
En compresién isétropa: Z c; "a“ZTG'Hr = Zd ¢ 577 G (1-18)
. £ = (4

Igual que en el caso de la notacién corta de las integrales de convolucién, se

acostumbra esciibir estas ecuaciones de la siguiente forma:
En corte: ~ B(Dk,=0(D), (1-19)
En compresién voluméttica: 7 (D)o, =0, (D, o (1-20)

En ellas a (D) se le denomina operador diferencial de tiempo, y tiene el

k
significado siguiente; D* = g"f?
;

Porlo tanto, B, P, O, Q, son polinomios de grado m n, my, myen D que

por equivalencia con las ecuaciones (1-17), y (1-18) representan Jo siguiente;

n ak - ) ak
E(D)-"'gaké}? Q](D)mkz_(;bké;f
S #2 ak m ak
B(D)=Sc, < ar™
(D) ;ck ort ) 0:(0) gd" or*

No todo polinomio del tipo mostrado puede 1epresentar un sistema fisicamente
realizable. La termodinamica y las condiciones iniciales, imponen algunas
restricciones como veremos en el siguiente sub capitulo. Es importante ademés no
perder de vista que Gly» Oy, €, v e, son funciones del punto (x,, Xy, %) y del

tiempo 1.

TN




1.4 Empleo de las transformaciones de Laplace en el

L calculo de la respuesta viscoelastica

1.4.1 La transformada de Laplace v su utilidad

En el célculo de la respuesta viscoeldstica, estd involucrada la solucién de
ecuaciones diferenciales e integrales de convolucién con respecto al tiempo. Las

funciones involucradas en estos problemas tienen valores igual a cero para 1 < 0 .

La transformada de Laplace de las ecuaciones diferenciales de un medio
viscoeléstico permite pasarlas del dominio del tiempo (variable ¢) al dominio de 1a
variable algebraica s de Laplace. Se obtiene asi una funciones algebraicas en s
representadas por G y X del médulo de corte y del moédulo volumétrico v de sus
combinaciones. En particular de v . De este modo la solucién de un cierto problema

cuasi estatico en un medio viscoelastico consiste simplemente en:

~ Determinar Ia solucién del mismo problema en un medio eléstico.

~ Sustituir en la solucién eléstica las variables que dependen del tiempo (cargas,

—.

corrimientos y parametros eldsticos G ¥y v por sus transformadas en la variable s de

Laplace.

s e

.

* Encontrar ]a anti transformada de Laplace, de la solucién algebraica en s para

(Piéar de nuevo al dominio de] tiempo .

La transformada de Laplace de una funcion f (z), se define como:

'(. o

S L) = e 16 =F1s)

0




1.4.2 Propiedades interesantes

Se obtiene ventaja de esta transformacién, gracias a que tiene propiedades que
son aplicables a las ecuaciones de la viscoelasticidad. Aplicacién que es posible

debido a la linealidad de las Gltimas.

Son de gran utilidad las siguientes propiedades:

t ' ‘
] te-rleerec =76 2 021
)

La expresién anterior indica que la transformada de la integral de la convolucién
de las funciones f '(}.‘ —"‘r) y g(-r), es el producto de las transformadas de la funciohes
f (t) v g(t) Propiedad que es util cuando las relaciones tensién-deformacion de la

viscoelasticidad se expresan a través de la integral de convolucién.

L{; } )Zs 2 ) (1-22)

Propiedad que es Util cuando las relaciones temsién deformacién de la

viscoeldsticidad se expresan en forma de ecuaciones diferenciales.




1.5 Eguivalencias entre los términos de las ecuaciones

integrales y diferenciales

151 Transformadas de las relaciones tensidon — deformacidon expresadas

en forma de integral de convolucion -

Valiéndonos de las propiedades mostradas en el pamrafo anterior. Las

transformadas de las relaciones tipo relajacién, indicadas por las ecuaciones (1-12) y

(1-13) son:
En corte: E‘,.j (s)= sGi (S)E',}. (s) (1-23)
. En compresion isétropa: o (s)= s—éz(s pkk(S) _ (1-24)

Del mismo modo las ttansformadas de las relaciones tipo fluencia, indicadas por

las ecuaciones (1-15) y (1-16) son:

U i a

En corte: a e‘,j (s) = 571(5);',}. (s) (1-25)
En compresién isotropa: eu (s)= 5J3 (s };kk (s) | (1-26)
" De las ecuaciones en co;te (1‘-2.3) y (1-25)se obtiene que:
kS 3 | 2 G T =1 127

Y analogamente de las ecuaciones en compresién isétropa (1-24) y (1-26) se

obtiene que:

s2GaJ2 =1 (1-28)




i) 1.5.2 Transformadas de las relaciones tensién — deformacidén expresadas

en forma de ecuaciones diferenciales

Empleando la segunda propiedad mostrada en el sub capitulo 1.4.2, las

transformadas de las relaciones en corte (1-17) y en compresion isétropa (1-18) son:

PR, 6)-3e Y5 e, (07)-8,68, - S0 s e, ()

: (1-29)

=L

P (- 3o 205 2o 00)= B ) 50,3057 2 e o)

k—-r
r=l r=l at

i (1-30)

Siendo: "ﬁ:(s)ziaks", Q(s):ibksk

k=0 k=0

Pz(s)zicksk -Q—z(s-)=m2a’ks"

k=0 k=0

Como podemos apreciar, los segundos términos de cada uno de los miembros de
las ecuaciones (1-29), v (1-30) son las relaciones entre los valores y sus derivadas de

la tensidn v la deformacidn inicial en £ =07

Siempre que:

k—r -
k=1 r=l ot k=1 - r—l a k

iakis" o, (07)=38,3 s e, (0) (1-31)

k—r

chZs o ,c_,ckk(o*' =3, 3 afw 4 0%) (1-32)

r=l =l k=1 r=]




Las ecuaciones diferenciales en corte (1-29), y en compresion volumétrica (1-

30), se pueden simplificar a:
Py ()= 0, (6 ) (1-33)
Pa(sJou(s)= 05 (s)eu(s) (1-34)

Este sistema de ecuaciones es equivalente al sistema integral de tipo relajacién

formado por las ecuaciones (1-23) y (1-24), y por lo tanto se puede escribir que:

@'](5)_ = R
Pals) =5G (1-35)
B2(5) = 5G2 (1-36)

Anélogamente este sistema de ecuaciones es equivalente al sistema integral tipo

fluencia formado por las ecuaciones (1-25) y (1-26), y se puede escribir que:

B o T
@1(5) S

Pals) _ sT2 (1-38)
Qz(s)

o P e s

L§ A1) 4237
Solo cuando se cumplen estas condiciones! el sistema diferencial es equivalente
al integral, y las ecuaciones diferenciales pueden rebxesentar un cuerpo fisico real, Bk eVt
Mas adelantes se tratard esta equivalencia con mayor detalle. A continuacidn se
presenta el razonamiento, segin el cual algunos autores han deducido que las
igualdades (1-31) y (1-32) se cumplen cuando hay un salto en las funciones en

t=0.




———

1.5.3 Condiciones de contorno en 7=0"

e (1)
"
v
Time ?
{a)
e 'f}(?)
0
=€lrrd€ Time ¢

{b)

Fig 13: Allanamiento del salto de la funcidén e',j (t)

Para el caso particular que nos ocupa, los valores de las tensiones vy
deformaciones son igual a cero en ~ew <1 <0, sin embargo sus valores no son cero
cuando ¢ — Odesde el lado positivo del tiempo. Es decir hay un salto en estas
funciones como se aprecia en la Fig, 1.3: Por condicién de continuidad, las
relaciones tension deformacién (1-17) y (1-18) siguen siendo validas, en el intervalo
—&<t<g,enel que & — 0. Estas relaciones tensién deformacién aphcadas a este

intervalo son;

N ak N ak
En corte: 24 oy (te)=D b, e, (1,¢) (1-39)
k=0 ar ’ k=0 ot !

k

N
En compresién iséiropa: ch -g—c wlt,) de p —e
k=0 O

k

t,¢) (1-40)

En las que se han reemplazado n, 7y, My, my, por N que seria el mayor de |

ellos en cada ecuacién: Para que se cumplan todas las condiciones algunos de los
coeficientes ay, b,, ¢, y d, se reemplazarén por cero.

TN




Integrando con respecto al tiempo estas ecuaciones en el intervalo (~g,g) se

obtiene:

En corte:

@ Zak P Y (@ 6)+a@J (. i “Zb () +b, je'ff (r,2)dz (1-41)

k=l

Al tomar ¢ =g, teniendo presente que ¢ —»0Q, la integral desaparece y esta

( j expresion queda como:
N ak—l . N 61"’1
R . 07) =2.bi e e, (0°) (1-42)

La cual es una de las condiciones iniciales indicadas por los segundos miembros
de la ecuacion(1-29) én cBifereto la correspondiente a » =1 . Integraciones sucesivas
nos proporcionaran las N condiciones iniciales. Esto significa que los segundos

miembros de esta ecuacién son iguales y se anulan entre si, quedando reducida a:

Pi(s)o’; (5)=0,(s)e'; (5) (1-43)

Haciendo el mismo tratamiento para las relaciones tension deformacion en

compresion volumeétrica la ecuacién (1-30) se reduce a:

 Pa(s)ou(s)=0,(s)ex(s) (1-44)




1.5.4 Equivalencia entre las relacjones tensién-deformacién expresadas

en forma de ecuaciones integrales v diferenciales

El que la expresién polinémica (1-43) sea equivalente a la ecuacién integral de
tipo relajacion (1-23) o integral de tipo fluencia (1-25) dependera de los exponentes -
n, y m, de sus polinomios P, (s)y él(s) Si ny > m,, es equivalente con la relacién
de tipo relajacién En caso contrario con la relacién de tipo fluencia. Esto es asi
debido a que un polinomio en s, no tiene antitransformada continua de Laplace. La
transformada inversa de s, es la funcién impulsod ), v de s*ys’son

singularidades de orden mayor, esto quiere decir funciones impulso o Delta de Dirac

de orden superior. Por lo tanto:

S1 n >m, por equivalencia entre la ecuacién (1-43), y (1-23), la expresién
polindmica de la transformada de la funcién de tipo relajacidn, en corte, sera:
G (o= 2ls)
Gis) ==L L (1-45)
sA(s)
Por el contrario si », £ m,, por equivalencia entre }a ecuacidn , (1-43) v (1-25),

la expresion polindmica de la transformada de la funcién de'tipo ﬂuencia, en corte,

sera:
Ti(s)= £G) | (1-46)

La conveniencia de esta equivalencia, es representar las funciones reologicas

como polinomios del tipo aqui visto.

A través de un tratamiento similar se puede hallar la equivalencia en compresion

isétropa.




1.6 Medios viscoeslasticos

: { 1.6.1 Planteamiento general
Los problemas en la teoria de la viscoelasticidad lineal, usuaimente se plantean

para hallar los desplaZamiéntos (uz-), las deformaciones (e;), y las tensiones (cjj)

en un medio sometido a determinadas condiciones de contorno y condiciones

iniciales Las cuales pueden ser fuerzas del cuerpo por unidad de volumen (X,),

tensiones (f,) o desplazamientos (g, ).

Con excepcién de las relaciones constitutivas, las demas ecuaciones empleadas

son las de la teoria de la elasticidad lineal.

El tratamiento presentado a continuacién estd restringido a desplazamientos
[  infinitesimales de materiales viscoelasticos, homogéneos e isétropos en condiciones

de conservacién de la masa. Como bien sabemos en mecanica, el movimiento de los

cuerpos depende de sus relaciones constitutivas, de sus condiciones de contorno y

de sus condiciones iniciales. Por este motivo se declaran a continuacion.

Definicion de 1a deformacion: o e T

e; =%(e,.j + ej,,.):: %(uu +um) ‘ : (1-47)
Siendo:

oo u; ;: La derivada parcial de la deformacion en la direccién del eje i con respecto

al eje . Y lo mismo para el caso de u;; con los cambios correspondientes.

Condicién de continuidad:

dp O du,
L=l p—L]=0 1-48
ot ox, (p ot ] (1-48)

Siendo:

p : La densidad de masa del material.

Equilibrio dindmico:

o, + X, = p—5+ (1-49)




TR

Relaciones constitutivas:
Las ecuaciones constitutivas en su forma integral de tipo relajacidn serén:
En corte: o'y =€ ;*dG, =G, *de', (1-50)
En compresién isétropa:
O =y *dG, =G, *de, (1-51)

1 1

=¥, ____.5_'0-1& y . =g, ""'3‘5;3,-6',0.( (] 52)

RS AN ¥y

Siendo: o

Y las relaciones constitutivas en su forma integral de tipo fluencia serdn:

En corte: €y=0'yxdJ, = J *do', (1-53)
_En compresidn isotropa:

ey =0y *d/, =7, xdo, (1-34)
En su forma diferencial las relaciones constitutivas sern:

En corte: A (D)o",j =0 (D)e‘ij (1-55)

En compresién volumétrica: F,(D)o,, =0, (D)ey (1-36)

Debemos tener presente que las funciones aqui presentadas, son independientes

de la posicién del punto en estudio solamente cuando se trata de materiales

homogéneos.

-~ .




Condiciones de contorng:

SurS =S

Se 1
] )

- ; T t

Fig 1 4: Condiciones de contorne y condiciones iniclales

Como hablamos mencionado en el planteamiento general, las condiciones de

contoino podrian torar la forma de tensiones aplicadas sobre la superficie S, :

7; =04V, = fi

L

Expresién en la que v ;, es el valor unitario normal hacia afuera de la superficie.

O podria tomar la forma de desplazamientos ocurridos sobre la superficie S, :

U, =g;

Por Jo tanto; f; v g;, serén funciones que dependerdn de su posicién y el

tiempo y S, +5, = § serd la superficie total del cuerpo.

Para —0<f<0; u=¢ =0, =0

Estas condiciones implicitamente nos indican que las variaciones de los

desplazamientos y de las tensiones también son cero.—&.. &GO ",

Eéta condicién se puede indicar con las siguientes expresiones:

Gey _80%u _ Oom 00w

ot ot ot ot

=0




Para t=0%;

En los problemas que se plantean normalmente existe un salto en las
condiciones, en este valor del tiempo. En estas circunstancias, las condiciones

o

oe'; 6 e'y
iniciales de deformaciones serian: ¢, (0% mgit(o+ | = {0 )y Ias
t n
s
V?Hz ao'i‘ an
condiciones iniciales de tensiones serian: o'y (0'*) wé--{-( *'),, 3 L} (0 ), las
7 " '
cuales deben estar relacionadas por las siguientes condiciones:
7 ak ¥ n ak—r ‘
Yo, o, (07 )= Y b, e e, 07} r=123 .n (1-57)

: i-r
e Ot .

Condiciones que pot otra parté'se pueden escribir matricialmente como:

(A1[p] oor) = [BILDY elet)
S edo ' |

kA}:[ by el ao] []-':[bn b, by bo]

. [) =2 D -1
D!' . I)Jl‘--z

| \fﬂ =7 o | I} | =R

DO

Pma£>0:

i i bre S, ¥ S, ¥
w, =g T, =o,,; = f;siendo g, f,, funciones so

dependerén del tiempo ¥ la posicion.

| 1 i 1€ ' ineal
Finalmente, se debe mencionar que 2 la identificacién de un problema lx

j ansf i6n de
1 otro viscoelastico lineal, al cual se Je ha aplicado la transformac

elastico ¢o
Laplace se le llama el principio de correspondencia.

~




1.6.2 Caso cuasi estatico

Un problema se puede tratar como cuasi estatico, si la variacién de la carga es
muy lenta. Gracias a ello las fuerzas de inercia se podrian despreciar y tratar el

problema como estatico.

Ademas si todas sus funciones, desaparecen para valores de #<0, y tienen
transformadas de Laplace en 0<7¢<ow. Sus expresiones del planteamiento del

problema serén las mismas que las de la teoria de la elasticidad lineal.

Empleando la transformacién de Laplace, las expresiones de deformacién (1-47)

N | y equilibrio dindmico (1-49) son:
e, =“"(1:z‘,j ‘i";j,i‘) (1-61)

o'y +Xi=0 _ (1-62)

Las transformadas de Laplace de las expresiones integrales de tipo relajacion: en

distorsién angular (1-23), en deformacion volumétrica (1-24), v de tipo fluencia en

distorsidn angular (1-25), y en deformacion volumétrica (1-26) son:
o' = Gy (S)E',.j ou = S-(-;Z(S);kk
;y‘ = 571 (S);J"y ;kk = sz (‘SF"‘IC

Del mismo modo, las transformadas de las relaciones diferenciales en distorsidn

angular (1-43), v en deformacion volumétrica (1-44) son:

P (.s )E',.j: @1(.5‘)&'?. P (.S)E;kk = 32(5 )Ekic




Y por equivalencia entre las ecuaciones constitutivas en forma integral y
diferencial, las funciones de relajacién en distorsion angular v en deformacion

volumétrica se pueden escribir del siguiente modo:

2G(s)= Q) $G = (1-63)
- Bls) s
3K(s)= 92(“") = Gy = (1-64)
P, (s) 5.2
Por lo tanto la transformada del mddulo de Poissoﬁ viscoelastico sera:
5 = 3K(s)-26(s) (1-65)
203K (s)+ G(s))

Finalmente, las expresiones de las transformadas de las condiciones de contorno
son:

i =g, : E;=?‘

i

Con estas transformaciones, el problema es trasladado al dominio del algebra, y
una vez hallados: E,-,Z,; ,5:,-,- para las condiciones X ,‘afuf ,Ei dadas. Se podria hallar

la solucion en el dominio del tiempo realizando la transformacidn inversa.




1.6.3 Eijemplos de casos cuasiestiticos

' (\ Ejemplo 1: Tunel circular sin sostenimiento con simetria axial

Se pretende calcular la evolucién de la convergencia a lo largo del tiemﬁo a

partir del instante ¢ = 07, en el que la galeria se ha excavado de golpe.

&2

A

I

Fig. 1 §: Geometria del ejemplo

Cargas:
Carga vertical: ___ p, = p,, constante.
Carga horizontal: Py = pq, coeficiente k, =1, constante.

Relaciones constitutivas viscoelasticas:

- En distorsién angular: ¢, = 2Ge';+n &'y (modelo de Kelvin)
En deformacién volumétiica: o), =3Ke,, (modelo de Hooke).

Convergencia eléstica:

u_ Py

==L 1-66
a 206G ( )

Transformadas de las variables dependientes del tiempo:

Distorsion: o= (2G + n.s)e'v.

Q, Deformacién volumétrica: o w =3Keu




Convergencia viscoeléstica:

u 1 g
Juf 1-67 :
TR (-en -

Reemplazando el méddulo de corte viscoelastico de esta ecuacién, por su

expresion en funcion de las constantes reoldgicas, se obtiene que:

i 1 —
), = = 1-68
TR TR o\9p, (1-68)

u
a




_\\_

Fig. 1 6: Carga uniformemente distribuida sobre una superficie circular en un semiespacio )

viscoeldstico.

Relaciones constitutivas viscoelasticas;

En distorsion angular: o', =2Ge';+n &', (modelo de Kelvin)
En deformacion volumétrica: o, =3Ke,, (modelo de Hooke).

Expresion de] asiento en el centro del drea cargada:

ot :
vy i), fly 59

o E 26

Transformadas de las variables dependientes del tiempo:

Distorsién:

Deformacion volumétrica;




Ejemplo 2: Carga uniformemente distribuida sobre una superficie circular en un

semiespacio viscoelastico.

C

O




1.7 Taneles en medios viscoelasticos

1.7 1 Geometria v cargas

1.7 1.1 Geometria
Trataremos el caso de un tinel circular de radio “a” ubicado a gran profundidad
~ Por conveniencia empleamos coordenadas polares, con el polo ubicado en el gje del
tunel. Los dngulos los medimos a partir de la horizontal y son positivos al ser

medidos en sentido antihorario.

Fig 1.7: Geometria




Parametros viscoelasticos

J— O S -
Modulo de rigidez transversal: 2G = %Esg =2G +7s
| e — Ols
M&dulo de compresibilidad: 3K = ‘I—-’i—%s% =3K
. - 3K -2G 3K-2G-ns
Coeficiente de Poisson: vis)= =

" 6K +36G 6K +ns+2G

- )_6K+ns+ZG—3K+ZG+nsm3K+4G+2r;s
1-vis)= 6K +1s +2G 6K +1s +2G

1—v(s) 3K+4G+2ns 1
2G 6K +ns+2G 2G +7s | {

Asiento viscoelastico:

Al reemplazar esta expresién en la transformada de 1a ecuacidn constitutiva (1-

69), y teniendo presente que ¢ es constante, se obtiene que:

u _1-v—

S . 1-70

20 3G (70
U _{13K+4G+2ns 1 o = _A_t._‘_ B . C o =4
2a s (6K +2G+ns)(2G + 1s) s 6K+2G+ns 2G+ns

Valoracidn del asiento en el tiempo:

2(3&+G) 26
3K +4G 3 e
4G(3K +G) 43K +G) 4G




1.7.1.2 Cargas

En un sistema biaxial. Las cargas existentes antes de la apertura del tinel, son:

Carga vertical, y horizontal debido al terreno de cobertwra: o

respectivamente.

‘ . . o
El coeficiente de empuje del terreno en I€pOso se expresa con: K, =

O,

E)

—
OV

Este sistema de cargas o,, o,, es equivalente a la suma del sistema simétrico y

antimétrico mostrado:

s |
—— o — e
g -
!
IR

R
R A
N o L
] ! .
1 Py P
— b P i
- | o L

T

o, +0y
n= -
2

Fig. 1.8: Sistemas eguivalentes de carga

"‘*“T*fr‘w;;‘r'ﬁ




VISCOELASTICIDAD: Capitulo I

1.7.2 Solucidén elistica

1.7.2.1 Corrimientos — expresioén convencional

Fig. 1 9: Direccién de los corrimientos

En el sistema de coordenadas mostrado en la Fig 1.9:, el corrimiento en un

punto M de coordenadas (r,8), tendra las siguientes componentes:

uy : Componente tangencial.

u, . Componente radial.

Componentes que se expresan con las siguientes formulaciones:

- - 2—
2G2ru, I, 1-4& 4(1._\;)-% cos 26
a‘o, 2 2 4

_ 2
2G2ru9 = LK, [2(1 - 2\/) +-c—1-5-}sen29
a‘o, 2 ¥

y se pueden poner de la siguiente forma:

o 2
2;327 u, = p, —pzl:Z(l ~2v)+2—%]cos 28

| R
2 e = Py [2(1 -2v)+ff§-Js-enze
a : ¥

25

(1-71)

(1-72)

(1-73)

(1-74)

EanaN

RN




— Y,
1.7.2 2 Corrimientos- expresién matricial

La forma matricial de las expresiones (1-73) y (1-74) sera:

2
1 (a— - 2.) cos 20 ‘
\ ~cos?2
267 [""] -\ 2 [p ‘ ] + 20~ 2@{0 c08 6]{}’ ‘] (1-75)
§2 0 P .

u 20
¢ 8 0 % sen2f 2 ser
.

La misma que en forma compacta es:

L W= Ipl+20 - 2405 1) (1-7)

Cuando las cargas se colocan después de la apertura del tinel, los términos a

afiadir son:

W, =f-i~[° - ] 17

: r2 (10
{Uu]A=§“;;[O 1][;1} (1-78)




1.7.3 Solucién viscoelastica

1.7.3.1 Solucién general

4 . e o - .

é@ Como hemos visto el corrimiento elastico en deformacidn plana viene dado por
la expresion (1-76). Expresién que es valida para un cuerpo viscoelastico, debido a
que la distribucién de tensiones es la misma. Aplicando la transformacion de

Laplace a esta ecuacion obtenemos la siguiente expresion:

A AR R e A T (1-79)

Considerando a “p” constante, la transformacién de Laplace nos permite escribir

esta expresion del modo siguiente:

S LA (180

Reemplazando 1_a__qcﬁgesién (1-65) de la transformada del modulo de Poisson, en
la expresion anterior y haciendo el desarrollo correspondiente , la expresion de la

convergencia viscoelastica también se puede escribir como:
- 1
Ll 0]l ey 0.112] (181

Finalmente, mnvirtiendo la transformacion de Laplace, esta expresion se puede

escribir del modo siguiente:

2 Rl= W Lo bole)+ 0, T ) 082

: 1% - 3 ?
Siendo: = = e d = st
rence 2Gs i%(k Y 3K +G ~£¢"(t)e a




1.7.3 2 Soluciones particulares

Sabemos que los medios viscoelasticos quedan definidos a través de una
e ' ecuacién integral (convolutiva) o diferencial. En este ultimo caso, aplicando la

transformada de Laplace a 1a forma diferencial, obtenemos:
Para la distorsién angular:

Rty k=my,

¢y 2 a5t =0y ) byst (1-83)
k=0 k=0
@ Y para el cambio volumétrico:
=1, k=n1,
e ch = O ik desk (1-84)
k=0

e Por equivalencia con las formulaciones (1-23), (1-24), (1-43) y (1-44) los
parametros reoldgicos en corte y en deformacién volumétrica se pueden expresar a

través de las siguientes expresiones:

: Zaks
55 = i ' (1-85)
Zbks"
k=0
Y chs" |
k=)
T k=m (1-86)
k=niy
3K des"
o k=0
L
Por lo tanto:
k=m
a,st
1 k=0 —st .
S = = [ hoe)edt (1-87)
T bs* O :
k=0
k=my k=m

: ZZaks ZCks

(1-88)
3E+G =t k'-n k—n, k=my
( F [22 d,s* Zaks + - Zbks Z S J
=0
. Al ser las expresiones formales, de los pardmetros reoldgicos, racionales se

podrén expresar en fracciones simples.




1.8 Modelos reologicos propuestos de respuesta

viscoelastica lineal

Hemos visto que empleando la transformacién de Laplace, la expresion formal

de la convergencia en un tinel es;

rul_|p 1-2v = i
a2 55[[]0]+2 E [p]:Uu] (1 89)

S1 “p” es constante: [p]z ml, tenemos que:
s _

o

o R A AOREA A XN (1:90)

.. - I F}(.S)
do: § ) e = N )
Sién o B ¢, (s) T - T(I 91)
au(s)z 1—2\/. 3P]P2 (1"92)

2Gs - -5(25152 +P2Q])

Estas funciones denominadas temporales en su forma integral son:

@0

8o(s)= [ do()e ™t G (s)=f’(f¢u(r)e-ﬂdr

0

Hasta aqui, va es posible darnos cuenta de que la expresion de estas funciones

dependera del material reoldgico que representa al macizo.




1.8.1.1.2 De dos elementos

Cuerpo de Maxwell (M):

oG n
8]
2—/\/\/V =
g
C¢&VMQJ=
. o ol
E.:--é—(';'\“ u,\

5,6)= P05+ a6
?M&mc~& £
| Cit- ;
=50 Y S OT T eme
Qo c,—\t\;.u\f 29‘6/
,7t_
(L E\om
2= \2¢ ”\) £
R ﬂ}‘ en, GG i_ ?6‘@ 'C)
T 5t SQW o€
o= €() & + Je




Cuerpo de Kelvin (K):

[ &'\\-QJ\&MUL&& |

20 & *F V\?...:U

-R::WV\ Cowils R <,

Di(s)=2G+7s Pi(s)=1
- £ _1&lk-c)
g= L \cr'(f).ﬂo'; 3 "L.‘ - A E
26 L |
C.Q.A,a gm- N _ﬁ?:{: .
é, _ -_9:_“ ( A — e,
T2
P

g =26 g(-jc)-l— Vl é(f)




' 1.8.11.3 De tres elementos
ir - Combinacion (EKS):
]

g
G, . .
B W 262G, ———
| Yy o
. 2G,
X
Te LAN |
“ﬂﬂhlw L+ & ><‘5" +j_{l__ &
*Zé,lé“f"vhé, ( Q. S a
Fumcltnus 2 2 |
S - Gl N
0,(s)=2G, +Ms Bls)= b+ 4+ 2.
Tt
T Lo s ﬂz% ity 1t (E--Z)dg"
T le) | &0- e) (o) . €. \ - 5 “
2, = 2—-—&;': 7-(45 - ).
P ouss- CT—*C/{‘ {\ - N ; T?'i/t 1
<= Tt ‘ "';Sjé"f 26, 24t B
s(tY _ s(E) + - &> i) & o E?Q: .
_Z—,-E’t_z, 4.+G\z‘ q'ra{l’ | L
P ans ¢ ()= d}_:f(b\ ‘
| “ —Zé.lﬁ?-:t
6 é?. i i’l,‘ é(o)

266 4 4 Loe
(..3“(“{‘)' 4{1‘*41( (‘1 6{




Combinacién (VKS):

{
g
2G, |
M (o/m
LY 2
g o
- 20,
" S ‘.‘." . - ] | _t
% G % t 2 - 2 @_{j"+(4+“1/[i o =
R
- ¢
AR VOV ON' VY ¥ N PO~
BE=20semst AE)=2O {1
B - . ':_S.“} |
e Ty 2
! c(E)= A\ gr)dz -i-i(ﬂ‘(%\ -U(b) e ~ e, e A
A 5 4
be o

o+
¢ (+) = Q, \T + 26
Qi}\ K&_c.ait\-d\"\- . , R /ui,_' C.-\-.d'l_;
Q 6 No. [1! li %.M.«c-:u"ﬂ ‘f-""“M 4 é’-

&




TABLE 1 ~—(Continued) -
Transform : Funetion
203
T29 5‘;-‘:—0’;1 ginh af ~ sin at
2at
T30 -2;—:%—4 cosh at — cos af
T3l 1
T82 e 4 (tgg) 1)
133 P D)
T34 peoh D — ) —
i s
T35 o
" =D >0
7
T35a E‘;; Al {(n > —1)
1 {n—1gat
36 ot P
W +ar (v — 1)1 (v >0)
T3 D =D —at, -
g @ +ar oL sre >
aﬂn—l 1 ';
T38 (p* I oty 2n~1(n — 1)1 [\/5 (atyr>t fn—u,é(a-‘:)] n>0
' 2n=2, ‘
- T39 i @ [ L
. (p2 ‘+. a2)n Zn(n —_ 1)! 2 (at}ﬂ EC Jn...§é(at)] ('n > Jgf)
. =1 ' )
T40 — R S [ T
ot — ot Gt — 11 L3 @ I’*-aﬁ(“‘)] (n>0)
Tl ey ol x |
L o ?-:'f(?i;;'_: atn WT [\[i‘ (at)'f"% Tngy (at)-l n =%

1

WHOISNVEL EOVIIvE THL

8z8]




TABLE 1
LAPLACE. TRANSFORMS
Transform Function
o
™ i =2 40} = [ e 0 1O
T2 aF(p) + b §(p) o f@) dj‘-{% o)
- 3
T3 » () — (0 Ta@t
df{0) d3f(e)
T4 P i) = pf0) — ~
k)
- . di0) M
T5 i) ~ :21 AT —({;&—? !
. 7 times n times
1 ’-3'-../\--‘-'-.‘ T e,
T6 o @) L ‘ ﬂ) fy de .t
dnf( ‘ '
7 (-2 £ 10
T8 fo —a) " ;z“‘ f(t)h s
—a -0 when a
T9 e jip) 0 when, t<a
- 't 4
T10 7o) 1) [t =@ as = [ 1690 = oy as
“T11 -1- 1
Y
T2 = gt
a_-l—mf; (3-—‘1.4 — gmat)
& +a)p +b) g e —ae)
a
P1§ m sin af
»
116 m . cos al
M —
T17 m sinh ai
»
T18 e cosh af
T19 _ fap .
(pt + a2 1sin af
T20 ik
. (p? -4 a?)? {cos af
2a8
T2Z_l {p -+ g2)2 sin at — af cos al
2ap
T22 m 1 sinh af
pz + aZ
T23 W t cosh at
2q3
T24 W at cosh at — sinh af
a.
125 P +bT+ar €7 gin of
p b
T26 (p + by + a2 ¥ cos at
o7 At . ,
7 dg sin af cosh af — cos af sinh of
2a%p ’
T28 P T dat sin of sinh af

WHOASNVEL HOVIAYT THL 8L

878l

1828

WACISNVAL FOVIAVI HHL

&4




1.811.4 De cuatro elemenios:

Cuerpo de Burger (B):

oA e s A S

0,(s)=2Gs+ns® }_9](5-)=2§_1+[1+G1 ™ ]s-l- h 2
M2 2 T 2G2
2G,
— VWV °5e "
2 TV :
>
E comcln &x,\mmiq
Qéé*' 2""2 € G"%—(Ax“f-—(--*b\" cf--+,_(.1_‘__#6“
1 V\,q B T 6o b‘l 96,
) L
Fueton Ao MW IRTIVE
- W) =2
£{4) = JqE) —~-—-)0’(2)a’l *“‘“(@&) P 26,
?_6‘7’ ’1‘2_ o .
P@A_r.\ G“‘t \—— C){z_,:.- (r(t:‘] _7 G_.(

£ Lli- e
i({') Q{O}X(ZGL-‘- _V—\-‘l} * 6,

*—-w-cﬁn— RN QSL,QJK/LCAU\-—.

-i-fl ({?-'z )
P




VISCOELASTICIDAD: Capitulo I
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